RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI DE SAINT VENANT

Metodi alle differenze finite

In genere, i calcoli sono esequiti su di una griglia che ricopre il piano s - t.
Tale griglia e costruita posizionando nel piano un insieme di punti distanziati di
passi incrementali spaziali As e temporali At, ottenendo cosi un reticolo di nodi.

Tempo ¢
Nel reticolo la localizzazione
dei nodi viene effettuata
solitamente con una notazione Lineé; temporalg
di tipo matriciale, J* i i : .
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riga (coordinata temporale). 7 .7 N TEW
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La soluzione, in termini delle J
altezze idriche h oppure
delle portate Q viene
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Una linea femporale & parallela all'asse
s e viene utilizzata per identificare la
soluzione in un dato istante di tempo
lungo il canale (ad esempio, il
tracciamento del profilo delle altezze
lungo l'alveo in istanti di tempo
successivi), mentre linee parallele
all'asse t identificano I'andamento
temporale della soluzione nelle sezioni
di intferesse.

Lo schema di calcolo alle differenze
finite rappresenta le derivate spaziali
e temporali in termini della variabile
incognita al tempo di interesse (j +1)
ed al tempo precedente j, dove tutti i
valori sono noti, per essere stati
calcolati in passi precedenti.

La soluzione delle equazioni di de
Saint-Venant avanza cosi da un passo
temporale di calcolo al successivo
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L'approssimazione alle differenze
finite di una generica funzione u(x)
puo essere ottenuta come
rappresentato in figura



1u(x)
Qualche commento sul calcolo

u(x+AX)

Sviluppiamo in serie di Taylor la funzione u

u(ox+Ax) = u(x)+ Ax“'(x)Jf%sz ”"(x)+éAx3 w'(x)+...

Uu(x-AX)

1

X — Ax X X+ Ax

u(x - Ax) = u(x)— Ax u'(x)+ EAXZ u (x)—éAf um(x)+

da cui che u(x+Ax)—u(x—Ax)=2Axu'(x)+®(Ax3)

fﬁgi%?\i?s:en:e”romiilnri'edsiiduo @(Ax3 )z 0 » u(x) - u(x * Ax)_ u(x — Ax)

ordine tre e superiori 2Ax

Ne consegue che lo schema di_approssimazione centrato ha un‘approssimazione
dell'ordine di Ax2.

Tale errore, causato dal fatto che si sono eliminati termini di ordine superiore,
e anche detto errore di troncamento.



Proviamo a integrare in avanti

u(x + Ax)— u(x) = Ax u'(x)+ @(Ax2 )
da cui supponendo nullo il residuo che contiene termini di ordine due e superiori

u'(x)= u(x+Ax)—u(x) Quindi lo schema di_approssimazione in avanti
Ax ha un'approssimazione dell'ordine di Ax.

Proviamo a integrare indietro

u(x)— u(x - Ax) = Ax u'(x)+ (H)(sz)

da cui supponendo nullo il residuo che contiene termini di ordine due e superiori

u(x)—u(x—Ax) Quindi lo schema di approssimazione indietro

U (x)— Ar ha un'‘approssimazione dell'ordine di Ax.




Metodo esplicito ed implicito

La soluzione delle equazioni di DSV alle differenze finite puo far ricorso
ad uno schema esplicito oppure ad uno schema implicito per la soluzione.

In particolare, nello schema esplicito i valori delle grandezze incognite vengono
determinati in sequenza lungo una linea temporale, passando da un punto nello
spazio ad un altro.

Tempo 7
Con riferimento alla figura, si

assume che la soluzione sia ,

nota nei punti della riga j e, nel E-Hf? temporal
caso di schema esplicito, la £ L+ 1l drlirl
soluzione viene fatta avanzare
nel tempo un punto per volta
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— 7 o 4 ] Ni+1LJ
Nella sostanza il punto (i, j+1) Linea temporale > A @
puo essere calcolato :
indipendentemente dagli altri

punti alla stessa riga (j+1) 0
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Di contro nello schema implicito i valori delle incognite lungo una retta
parallela all'asse delle ascisse, cioe a tempo costante, vengono calcolati tutti
simultaneamente.

Sostanzialmente, si determinano le grandezze di interesse per un gruppo di
punti di avanzamento utilizzando un sistema di equazioni algebriche che
includono le incognite in tutti i punti del gruppo.
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Solitamente si risolve
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Problemi legati all'implementazione di una procedura di calcolo alle differenze
finite sono legate all'accuratezza e alla stabilita dello schema.

Con il termine accuratezza si intende la capacita dello schema di riprodurre la
soluzione dell'equazione differenziale di partenza senza dare origine ad errori
di natura puramente numerica.

L'analisi della stabilita consiste nel verificare come I'approssimazione
adottata sia in grado di riprodurre I'effettivo comportamento delle equazioni
di partenza.

Il metodo esplicito e facilmente implementabile, ma puo divenire instabile,
per cui si rende necessario adottare valori modesti del passo spaziale e
temporale per portare a convergenza la procedura numerica.

Il metodo implicito & matematicamente pit complesso anche se piu stabile;
consente I'adozione di passi di calcolo maggiori conservando una
accuratezza elevata. In genere garantisce tempi di calcolo pit rapidi del
metodo esplicito.



Schema esplicito

Si assumono note le quantita idrauliche u al tempo t (linea temporale j) e il
problema e nel determinare le incognite uJ*lal punto (i, j+1) al tempo (1 + At).

Nello schema piu semplice, le derivate parziali al nodo (i, j + 1) sono stimate
utilizzando i valori delle quantita in punti adiacenti (i - 1, j), (i, j) e (i + 1, j)
come segue:
ou/t wt -/ ou!  ul —-u’
. : : LU

I I I I i+1

ot At oS 2As

E importante osservare che la derivata spaziale e calcolata utilizzando
quantita note sulla linea temporale j, per cui € un NUMERO!!

Ovviamente, la discretizzazione numerica eseguita introduce errori numerici
nei calcoli e quindi la stabilita dei calcoli numerici, dipende dalle dimensioni
della griglia spazio-temporale adottata.

Condizione necessaria ma non sufficiente per la stabilita di uno

schema esplicito e il rispetto della condizione di Courant, la As
quale implica I'adozione di un passo di integrazione temporale At = —
inferiore al tempo necessario all'onda di piena per spostarsi di As. ¢




Schema implicito

auj+1 u.j”—u.j

Gli schemi impliciti utilizzano le approssimazioni
nelle derivate spaziali e temporali che seguono:
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Metodo delle linee caratteristiche

Il metodo delle caratteristiche consente di ricondurre il problema della
risoluzione di un sistema di due equazioni differenziali alle derivate parziali ad
un problema di risoluzione di quattro equazioni differenziali ordinarie.

Si consideri un sistema di due equazioni differenziali alle derivate parziali
del primo ordine nelle due variabili indipendenti x e y e nelle due generiche
funzioni incognite u(x, y) e v(x, y)

aj U, +apl, +a;v, +ay,y, +b, =0

Ay U, +apu, +ayv, +a,v, +b, =0

in cui u,, u,, vy, v, SONO le derivate parziali di ue v rispettoad x ey
Il problema di Cauchy per il sistema precedente consiste nel determinare
una soluzione, ovvero una coppia particolare di funzioni u(x, y) e v(x, y),
che assuma valori assegnati lungo una curva T del piano x -y di equazione
x = y(y) con derivata prima continua.



E possibile individuare nella regione del piano x -y, alcune curve, dette curve
caratteristiche, di particolare importanza; le loro pendenze, dy/dx, sono
denominate direzioni caratteristiche e sono definite dalle radici della

seguente equazione:

dv\’ d
(a11a23 —d,y d; )( dy ) - [(a11a24 —da,dy, )"' (a12a23 — dy A, ){ Y ) + (a12a24 —dy)ay ) =0
x dx

Dalla precedente equazione deriva che:
(a) le curve caratteristiche soddisfano un'equazione differenziale del primo

ordine in cui sono presenti i coefficiente a;; ma non i termini noti b;;

(b) la distribuzione nel piano x - y delle caratteristiche dipende dalla forma
dei coefficienti a;, ovvero dalla loro dipendenza dalle incognite u e v: in
funzione di tale dipendenza avra differenti direzioni caratteristiche.

Definito il discriminante dell'equazione come:
2
A= {(a11a24 —dya, )"' (a12a23 — dyd; )} - 4(61116123 —d,yd, )(%2“24 —dy)d, )

si ha per A> 0 il sistema e detto IPERBOLICO, per A = 0 PARABOLICO e
per A<Q ELLITTICO



L'importanza delle curve caratteristiche si basa sul loro legame con il
problema di Cauchy, che in genere e risolubile con una unica coppia di soluzioni.
Tuttavia se la curva T & una caratteristica, I'unicita della soluzione viene a
mancare, nel senso che esistono differenti coppie di soluzioni che soddisfano il
sistema lungo la caratteristica T.

In altri termini, le caratteristiche dividono il piano x -y in due regioni dominate da
due differenti soluzioni e rappresentano le uniche possibili linee di discontinuita
della soluzione.

In un problema di propagazione (nel nostro caso x potrebbe essere la variabile
spaziale s ed y quella temporale t), i fronti d'onda delle quantita che si stanno
propagando si muovono nello spazio - tempo lungo le curve caratteristiche.

La grandezza c=ds/dt delle due direzioni caratteristiche in una data posizione del
piano s - t fornisce il valore della celerita di propagazione in quel punto.

Nel caso di equazioni del moto le due radici hanno sempre segno opposto (una
positiva ed una negativa). Queste celerita sono proprieta intrinseche del mezzo in
cui si genera il fenomeno qualora le direzioni non dipendono dalle funzioni u e v. In
generale si osserva che onde ascendenti e discendenti si propagano con differente
celerita.




Le linee caratteristiche nel caso di de Saint Venant

In prima approssimazione, si consider:i il sistema costituito dalle equazioni di
continuita e del moto per alveo rettangolare, stimando trascurabili gli effetti della
pendenza di fondo e del fermine di resistenza (i=0 e J=0), per cui si ha:.

Va—h+haV+ah = ()
as ds Ot

Dal punto di vista matematico, il sistema € lineare rispetto alle derivate delle
variabili in esame (V ed h) ed e di tipo iperbolico.

Il problema di Chauchy viene cosi formulato: note su una curva I' del piano s - t
le funzioni h e V continue e con derivate prime continue, occorre trovare una
coppia di soluzioni V(s, T) e h(s, t) del sistema che assuma su T i valori assegnati.

Si chiameranno caratteristiche quelle curve per le quali il problema di Cauchy
risulta indeterminato



Il sistema deve poi essere integrato dalle seguenti condizioni:

v = s+
as ot

dh = a—hds +%dt
as ot

che le soluzioni h e V devono soddisfare per incrementi ds e dt corrispondenti
ad una variazione dI" lungo la curva T.

Si ottiene, quindi, un sistema di quattro equazioni nelle quattro incognite oV/
ds, aV/at, ah/as, oh/at che, in forma matriciale &

oo v 115 10

y o1 g o0 |o
oh/ |~

ds dt 0 0 AS dv

0O O ds dt||oh dh
L -- at- L -




L'annullarsi del determinante della matrice dei coefficienti rende indeterminato il
problema di Chauchy per cui la condizione

h 0 TV 1
V1 g 0 0
ds dt 0 O

0 0 ds dt

rappresenta quindi 'equazione delle curve caratteristiche. Questa si riduce a:

(§)2-2V§+(V2—gh)=o

dt dt

le cui soluzioni sono: —=Vi\/V2—(V2—gh)=Vi@=Vic



Moltiplicando l'equazione di continuita per g e sapendo che c?=gh si ha che :

) . . 2 2
TGy LAl V@+ghaV+agh=O p I 2 V9
as ds Ot ds as Jt as as Jt
oV oV oh . \av v ok TNy v ac
—+V—+g—=0 —+V—+g—=0 SAY /|
| 0¢ 0s 0s | of s s |t ds  0s
da cui differenziando che :
2 v W 0c %o a2, 0%
as as ot . as ds ot
W v 10c% g LA L
| ot s 0s | ot 0s os

Ed infine sommando e sottraendo le due equazioni a sistema si ottiene che :

0

ot

(v +2¢) (V +2¢)
d +(V+c)a Py

ot

< (V—2c) (V—Zc)
0 +(V—c)a Py

0



Dalla definizione di differenziale

du = a—uds +a—udt
as ot

si ha che:

per §=Vic sithache d(V+£2C)=0

cioe che V+2¢ = costante

Le equazioni V+2c = costante sono le condizioni di compatibilita che sono
soddisfatte rispettivamente lungo le direzioni caratteristiche V+c e V-c.

Un osservatore che procede con la velocita (V + ¢) vede il legame tra h ed V
rappresentato dalla V+2c=costante; viceversa, un osservatore che si sposta con
la velocita V - ¢ vede il legame tra h ed U rappresentato dalla V-2c=costante.

Le direzioni nel piano s - t definite dalle equazioni V+c sono rispettivamente le
direzioni caratteristiche positiva e negativa, mentre le quantita che si
conservano invariate lungo di esse sono denominate invarianti di Reiman




Le equazioni

(V' + 2¢ = costante
s ds

—=V=xc

| dt

costituiscono il sistema delle 4 equazioni differenziali ordinarie equivalente a:

V8h+h6V+8h=

as ds ot

0

Va osservato che lungo la generica linea caratteristica si ha la trasmissione di
informazione riguardante gli stati del sistema. Se in un punto del piano orario
avviene una perturbazione dello stato del sistema, questa si propaga soltanto
lungo le linee caratteristiche.

Tale trasmissione puo avvenire esclusivamente lungo linee caratteristiche, dal
momento che, lungo una qualsiasi altra curva del piano s - 1, & possibile
assegnare ad arbitrio le condizioni iniziali e risolvere il problema di Cauchy.



Linee caratteristiche nel piano orario

Caratteristica negativa:
t U — 2¢ = costante
ds/dt=U-—c

\ Caratteristica positiva:

U + 2¢ = costante
ds /| dt=U++ ¢

» S



Quando la corrente é lenta (V < ¢), le caratteristiche positive hanno una
pendenza positiva nel piano orario, mentre le caratteristiche negative hanno

una pendenza negativa (Fig. a).

Quando la corrente ¢ veloce da sinistra verso destra (V > ¢) entrambe le
caratteristiche hanno pendenza positiva nel piano orario (Fig. b).
Nel caso di corrente veloce da destra verso sinistra (-V > ¢) entrambe le
caratteristiche hanno pendenza negativa nel piano orario (Fig. c)

(a)

(b)




Partiamo dalle equazioni di DSV V oh +h ad + oh _ 0
s ds Ot

14 oV oh
—+V—t+o0—=9(i—7]
| ot as & as gli=j)

e se ne determini una combinazione lineare di parametro A :

oV oV oh oh oV dh
—+V + AV —+h—+ =g(i-J
ot as tE as ( as as at) gli=J)

Riordinando i termini %+(V+Ah)%+/1 %4_ 7.8 g\oh - oli- /)
ot ds ot A Os
Affinché |I'equazione possa trasformarsi in un ds
- - N (V+an)=(V+&2)=Z
problema differenziale ordinario occorre che 11

Quindi che dV dh .
55 - gli-J)
¢ ds a’t h dt
A== = ——V+1/—h V£, gh
- —dS—Vi\/gh

h  dt




